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ABSTRACT 
A real or complex foliation of codimension one is said to be of p-th kind if there is a defining 
Godbillon-Vey cocycle of length p but not of smaller length. For simply connected manifolds some 
remarks are made on the kind of a foliation and the transverse structure. 
Dans toute la suite V dtsignera une variett connexe analytique reelle ou complexe de Stein. Les 
fonctions et formes differentielles seront supposees, le cas echeant, analytiques reelles ou complexes 
saufmention expresse du contraire. 
1. LE PROBLEME 
Soit TO une I-forme non-singuliere integrable sur V, c’est-a-dire 70 est non- 
nulle partout et remplit la condition, dite de Frobenius 
r,, A dro = 0. 
Dans ce cas, l’equation de Pfaff TO = 0 determine un feuilletage FO de codimen- 
sion 1, i.e. une partition de V en sous-variites connexes immergees - dites les 
feuilles - de telle man&e que localement le feuilletage est une partition en 
hyperplans paralleles par rapport a un systeme convenable de coordonntes 
locales. 
Tout autre 1-forme qui determine le meme feuilletage differe de 70 par un 
facteur inversible f, i.e. f est une fonction sans zeros sur V. 
70, en tant que forme integrable, s’ecrit localement comme f dz oti z est une 
coordonnee locale et f est inversible. 
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Fe sera dit de premi&e espkce si TO s’ecrit globalement comme fgo avec f in- 
versible et CTO une 1-forme fermee, dite potentiel associe a Fo. Done si V est en 
plus simplement connexe on dispose d’une presentation globale de TO sous forme 
70 =fdg 
avec f inversible et g une fonction sans points critiques; g s’appelle intkgrale 
premibre associte a Fc,; les feuilles sont alors les composantes connexes des 
hypersurfaces de niveau de g. 
Remarquons que dans le plan toute 1-forme TO non-singuliere est auto- 
matiquement integrable. Cependant, contrairement a ce qu’on semble avoir cru 
parfois’, l’integrabilite dans ce cas ne garantit nullement l’existence d’une in- 
tegrale premiere (globale). 
La discussion d’Haefliger-Reeb [HR] fait ressortir clairement que l’existence 
d’une integrale premiere tient essentiellement a la structure transverse de Fo. 
Nous nous proposons d’y ajouter quelques remarques d’ailleurs assez banales. 
2. COCYCLE DkFINISSANT 
Classiquement on btablit pour une I-forme non-singulilre integrable TO 
l’existence globale d’une 1-forme ~1 telle que 
(1) drO = TO A 71. 
En effet on etablit tout d’abord I’existence locale de telles 1-formes TO, et pour 
les recoiler en une forme globale on a besoin de la propribte de Stein pour le cas 
complexe et des resultats de H. Cartan [C] pour le cas reel. 
En observant que d(dr0) = 0 on obtient, en tenant compte de (l), TO A drt = 
0, d’oti par le miZme type de raisonnement, il s’ensuit que 
(2) dT1 = TO A 72. 
En continuant on etablit l’existence d’une suite de 1-formes globales TO, 
TI,~z,... =: (T), telle que l’on a 
{ 
dT, = C CYi'TiA Tj 
(3) i<j,i+j=n+l 
ailj = (j - i)n!/i!j! 
n 
(voir [GVJ) ce qui pour n = 0,l se reduit a (1) et (2) respectivement. 
Etant don&e TO integrable, une suite associee (T) d&rite par (3) s’appelle 
cocycZe (non-commutatzf) de Cartan-Reeb-Godbillon-Vey, et par rapport au 
feuilletage .Fo on dira simplement cocycle d$inissant (de .?‘o). L’ensemble des 
cocycles dtfinissants de FO s’appelle classe de cohomologie (non-commutative) 
associke 6 30, ou bref clusse d$nissante (de 30). Pour une justification de cette 
terminologie voir [E 19891. 
’ Voir la p&face de [G]. 
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_FO sera dit de p-itme espBce au plus si sa classe dtfinissante T contient un co- 
cycle (r) ou ri = 0 pour i 2 p, et .Fo sera dit dep-itme esptce si T contient un tel 
cocycle (7) avec ri = 0 pour i >_ p, sans en contenir un avec ri = 0 pour i > p - 1. 
On constatera que pour p = 1 cette definition coincide avec celle de la Sec- 
tion 1. 
.Fo sera dit projectif ou homographique s’il est de troisieme espece au plus. 
On sait fabriquer facilement pour tout p 2 1 des feuilletages d’especep sur des 
varietes convenables non-simplement connexes, d’ou une abondance de feuil- 
letages de codimension 1 qui n’admettent pas de potentiel. 
Pour une variete simplement connexe l’existence dune integrale premiere 
depend de la structure transverse. Malheureusement jusqu’ici on ne sait pas lire 
sur 70, ou sur un cocycle definissant, grand’chose au sujet de la structure trans- 
verse. 
Cependant, voici une remarque simple qui sera mise en en evidence ci-apres: 
Si V est simplement connexe et 30 est homographique, 30 est nkessairement de 
premitre esptce si V est rtelle, et depremitre ou troisiPme espke si V est complexe. 
3. FEUILLETAGES PROJECTIFS 
Supposons d’ores et deja que V soit SIMPLEMENT CONNEXE et que (7) 
soit un cocycle definissant de troisieme espece au plus. Done on a 
dro=rO~ri, dr, = TO A r2, dr2 = rl A ‘2. 
De plus on pose X := ( f: f ) avec ctS - Pr = 1, et 0 := (WV) := X-’ dX. Alors 
on trouve 
dQ=--RAG, f-J11 + w22 = 0, 
d’ou, en posant wi2 =: wg, 2wii =: WI, -2~21 =: ~2, on obtient 
dwo=wo~wl, dwi = w. A w2, dw2 = wi A w2 
En tenant compte de la definition de G on a en plus 
w. = Sd@ - /3dS, wi = ;(Sdcr - /3d,y), w2 = $(rda - ady). 
Ceci etant, le ‘theoreme fondamental de la geomitrie differentielle’ affirme qu’il 
existe une application @ : V --f SL(2), telle que 
(4) @*(Wi) =Ti, i=O,1,2, 
et, de plus, (4) ne determine @ qu’a une multiplication a gauche pres par un 
A E SL(2)*. Ici SL(2) doit itre lu comme SL(2, R) ou SL(2, C) selon le cas de I/ 
reelle ou complexe. 
‘On en tire facilement les thkortmes principaux sur les solutions de l’kquation de Ricatti - exemple 
classique d’un feuilletage homographique. 
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3.1. Le cas rCe1 
Notons que sur SL(2, R) on a toujours /3* + S* > 0. En consequence 
ws/(/3* + S*) est une forme non-singuliere qui est en plus fermee. En effet elle 
represente -dp = -d arctanS/@, od ‘p est l’angle polaire dans R* - (0,O) = 
{(PI 6)). 
Etant donnee une application @ qui satisfait a la condition (4), on voit que 
f := @*(/?*+S*) estnon-nullepartout sur V,etqueflo :=@*(~o)/@*(p*+S*) = 
f -' 70 est un potentiel associi a 30, d’oti la remarque pour le cas reel. 
3.2. Le cas complexe 
Visiblement la forme WO/(@* + S*) est singuliere sur SL(2, C), done l’argument 
pour le cas reel tombe en defaut. 
Supposons que FO soit de seconde espece a cocycle definissant (7) oii 
dr0 = TO A 71, drt = 0, rT, = 0, i > 2. Observons que, sur le sous-groupe 
B c SL(2, C) difini par y = 0, les formes Wi := wi 1 B se reduisent a GO, w~,O, ce 
qui donne lieu a da0 = 60 A ~1, dwr = 0. Alors en vertu du ‘thtoreme fonda- 
mental’ on peut choisir @ : V --t SL(2, C) en sorte que (a(V) c B, et que, par 
consequent, ri = @* (Wi). Cependant sur B on a CYS = 1, d’oh 6 # 0. Done 
d(P/S) = GO/~* est bien defini sur B, et l’on trouve que ro/@*(S*) est bien un 
potentiel associe a .Fo, ce qui etablit la remarque pour le cas complexe. 
Pour montrer l’existence de feuilletages de troisieme espece, prenons dans le 
plan @* la forme non-singuliere rs := dy + y* dx, ou x et y sont les coordonnees 
standard. On peut prendre 71 = 2y dx, r2 = 2 dx, ri = 0, i > 3. 
Les feuilles de .Fo sont les courbes y = l/(x + c), oti le parametre c parcourt la 
droite projective C U (co); pour c = cc on obtient l’axe horizontal. 
Notons de plus que toute droite verticale x = x0 est une transversale partielle, 
et que deux droites verticales, par exemple x = 0, x = 1, constituent une section 
transversale complete. Les coordonntes respectives sur ces droites qui corre- 
spondent a la mime feuille sont liees par une homographie: yo = yr/(l - yr), 
yr = yo/( 1 + ye). Cela montre que la structure transverse dans ce cas est une 
droite projective, qui nest autre que celle du parametre c. Cela exclut l’existence 
d’un potentiel pour _Fs, et a plus forte raison l’existence d’une integrale premiere. 
Car un tel potentiel descend comme 1-forme holomorphe non-singuliere sur la 
structure transverse, en l’occurrence une droite projective, ce qui est absurde. 
Done _Fs est bien de troisieme espece. 
3.3. Remarques finales 
(i) Verifions par calcul direct que dans le cas reel, contrairement au cas com- 
plexe, la forme TO := dy + y * dx admet bien une integrale premiere. 
Les feuilles de 30 dans ce cas sont l’axe horizontal et les branches des hyper- 
boles reelles y = l/(x + c), c # co. Tout en conservant les m&mes expressions 
pour ~t,r2 on constate que le triple TO, 71,~ sur une droite verticale se reduit a 
dy, 0,O. Alors il s’ensuit que 
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@:(x,y)t+A, ; ; ) A,ESL(2,[W). 
( J 
Par un raisonnement analogue on trouve qu’on peut prendre pour @ 1 ([w, 0) 
l’application 
d’ou l’on obtient 
@: (X,Y)++ ( 1 Y -x > 1-xy 
Chaque feuille a parametre c # 00 s’applique dans [w2 - (0,O) = {(p, 6)) sur une 
demi-droite par l’origine a pente c; les deux feuilles a meme parametre 
s’appliquent sur des demi-droites distinctes. L’axe horizontal s’envoie a (0, 1). 
Alors 
TO/@*(/?~ + S2) = @*(wo/(p2 + S2)) = @*(-darctanS/P) 
= -d arctan( 1 - xy)/y. 
Done arctan( 1 - xy)/y est une integrale premiere, bien definie des qu’on a fixe sa 
valeur sur une seule feuille. En plus cette integrale premiere &pare les feuilles, 
alors que (1 - xy)/y ne les separe pas. 
(ii) La structure transverse d’un feuilletage analytique de codimension 1 sur 
une variett analytique reelle connexe et simplement connexe est un arbre analy- 
tique, i.e. une variete analytique connexe et simplement connexe de dimension 1 
[E 19801. En general un arbre est une variite non-separee (voir [HR]); en effet le 
seul arbre d’Hausdorff est F! (a une equivalence pres). 
Une application ttale’ surjective L : A1 H A2 d’arbres analytiques s’appelle 
resserrement. Parmi les resserrements a domaine donne A il en existe un uni- 
verse1 4 : A + _A caracttrise par la propriete suivante: 
Pour tout resserrement L : A -+ Al on a une factorisation 4 = 41 o L, ou 
4 et 4r sont des resserrements universels A + 4 et Al + _A. 
L’unicite du resserrement universe1 (a une equivalence au but p&s) s’ensuit de 
cette propriete4. Par abus de langage on appelle parfois _A le resserrement uni- 
verse1 sans mentionner 4 et vice versa. 
La succession de deux resserrements dont le second est universe1 est encore 
universel. De plus idn : IR -+ R est le resserrement universe1 de Iw a une tquiva- 
lence p&s. 
3 C’est-i-dire localement isomorphe. 
4 La notion de resserrement se dkfinit de mime manitre pour les arbres Ck (0 5 k 5 CO). Cependant il 
n’y a pas de bonne notion de resserrement universel. 
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Une integrale premiere pour un feuilletage 30 de codimension 1 sur V (en 
conservant toutes les hypotheses) induit un resserrement de l’arbre transverse sur 
un intervalle ouvert de [w, done sur [w (quitte a une equivalence). Autrement dit, 
une integrale premiere effectue un resserrement universe1 sur [w. Reciproquement 
si V/30 admet [w comme resserrement universel, 4 : V/F0 + V/F0 2 [w est une 
integrale premiere, et toute autre inttgrale premiere se factorise de manieref o 4 
ou f est une fonction reelle sur If% sans points critiques. 
En consequence, si une integrale premiere particuliere prend la m6me valeur 
sur deux feuilles donnees, alors pour toute autre integrale premiere ces deux 
feuilles sont au m&me niveau. 
De plus on constatera qu’il existe une integrale premiere qui s&pare les feuilles 
si et seulement si V/30 % [w. 
(iii) Dans le cas complexe, une application @ associee a un cocycle homo- 
graphique induit un ttalement @/3s de la structure transverse V/30 dans la 
structure transverse du feuilletage sur SL(2, C) dtfini par wo = 0. Ce dernier 
feuilletage n’est autre que la partition en classes a gauche associte au sous- 
groupe B-. defini par /3 = 0, et la structure transverse est la droite projective 
SL(2,@)/B-. Alors Q/30 : V/F0 + SL(2, C)/B- est un Ctalement dans une 
variete, ce qui entrake que V/30 elle-aussi est une variete, Cventuellement non- 
separte. V etant simplement connexe, V/30 est simplement connexe. 
Dans ce cas-ci, comme dans le cas reel, on peut intercaler entre V/30 et 
SL(2, C)/B- une variete separee simplement connexe V/30 de maniere que 
Q/30 se factorise comme suit 
Q/3() : V/F0 2 V/F0 
@I30 
= SL(2, C)/B- 
oti p est une surjection &tale et Q/30 est etale5. 
En tant que variete complexe separee simplement connexe a une dimension 
(complexe) V/30 est P’ (C), @ ou D (disque unitaire). Dans les deux derniers cas 
30 admet visiblement une inttgrale premiere. 
(iv) La remarque prtctdente donne lieu a un exemple dun feuilletage de 
quatrieme espece dans C2. Pour cela considerons la 1-forme 70 = dy + y3 dx. On 
constatera que pour les formes ri on peut prendre respectivement 3y2 dx, 6y dx, 
6 dx pour i = 1,2,3, et 0 pour i 2 4. Cela montre que le feuilletage associe est de 
quatrieme espece au plus. Les feuilles sont les courbes y2 = i (x + c), ou le 
parametre c parcourt toujours la droite projective C u (cQ). Contrairement au 
cas de la Section 3.2 la structure transverse ici n’est plus une varitte mais une 
droite projective elliptique ou sphere elliptique [E 19841 a signature (co; 2) ou 
5 V/30 se construit de maniire suivante: Soit r le pullback de l’ensemble des germes de I’identiti? de 
SL(2, C)/B-, et E l’ensemble des identitts de V/300; tvidemment E c I7 Soit I’0 le plus petit sous- 
groupdide de r qui contient E, et qui contient avec tout y E r sa composante connexe dans T. Alors 
le S-atlas (V/30; To) dkfinit la variCti: s&par&e simplement connexe V/30. 
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l’on a enlevC le germe de la rkflexion centrale en co. C’est une structure simple- 
ment connexe sans Stre une variCtC. Done _Fo n’est certainement pas homo- 
graphique, et est ntcessairement de quatrikme espkce. 
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